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Curvae polares complementariae. 


$. 1l. 

Motu puncti in curva qualibet mti gradus responden- 
tibus polaribus omnium graduum totidem series curvarum 
formantur, quae ipsae involventi originem vindicant. Haud 
procul est. requirere, ut pro curva ad libitum electa C(m) 
duae curvae polares puncti cuiusvis spectentur, quarum 
gradus ad gradum fundamentalis curvae C(n») supplentur 
ideircoque polares complementariae nominentur. A sit 
rta et K' (n— r)ta polaris puncti p respectu curvae fuu- 
damentalis C(»n). Si punctum movetur in curva K (si 
ipsam habemus curvam absolutam) singulae polares huius 
puncti inde ab ultima usque ad primam faciunt series 
curvarum indicis : 


a) n—r)(n—10); (n—r)(n—23); (n —r)(n —3).... 
| 6 7)7: 0E — T) —-r— D): (nr). 
Series indicis: (n—7)?: eam obtinet vim, ut omnes 
eius curvae unum punctum secent idque polum p curyae K; 


) 


2259 12 


quod quidem inter communes conditiones referendum, 
quas secundum Cr. No. 34 curvae seriei exsequi debent 

Si K' absolutam accipimus curvam, item puncti motu 
in illa series curvarum cum his indicibus oriuntur: 


b) r(n—1); r(n—2); r(n—3): .... r?*; r(r—D)....r. 


Curvae seriei: r?: ipsae omnes punctum j secant, 
polum curvae K!, 

Gradus involventium serierum curvarum sub a) com- 
prehensarum secundum Cr. No. 101, pag. 149 deinceps 
sunt: 


(n—r)[9n —r—5] | 
2(n —r)[3n—r —7] 
3(n—r)[3n —r —9] 


(n—l)(n—r)[n — r—1] 

et serierum sub bh) 
r[2n 4: —5] multiplicibus: acceptae. 

2r[2n 4-71—7] 

ar[2n 4- r—9] 


. Curvae K et K! sine punctis 


àr(n—1l)(r—1) 


| 
(n—Y)r(r—1) / 

Hae involventes, ut notum, (n —1)ta, (n —2)ta.... 
secunda, prima polaris curvae K vel curvae K! vocantur. 
Polaris ota curvae K est locus geometricus polorum, 
quorum (7 — g)tae polares curvam K tangunt, eaque curva 
(n — o) (n —7) (n —r 4-29 —93)ti gradus. * 

Item ota polaris enrvae K! est locus polorum quo- 
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rum (n— g)tae polares curvam |. K! tangunt et obtinet 
gradum (»—9)r(r4-29o —3)tum. — Utraque curva inter- 
secatur quapropter (n — g)? (n — r) (r-20 —3) (n—r-4-20—9) 
punctis. 

Unde haec conclusio: 

Theorema lI. Respectu curvae fundamentalis C(») 
pro quoque puncto g plani 

(n— o)?.(n —r) r(r--209—3) (n —r4-2o—3) 
'alia sunt puncta, quorum polares (n — o)tae duas polares 
complementarias huius puncti simul tangunt. 

Pro o — (n— 1) sequitur: 

Theorema lI. In reti geometrico primarum polarium 
pro quoque puncto p r(n—r)[9n—7 —5].[2n-F. v —5] 
sunt curvae, quae duas polares complementarias huius 
puneti simul tangunt. 

Quodsi (» —9)ta polaris curvae K cum ota polari 
curvae K! vel vice versa componitur, habemus 

Theorema lll. Quodsi respectu curvae fundamen- 
talis C(n) certo quantitatis r valore accepto pro puncto 
p: r(n—7) (n—9)o (9n —r -20—3) (r c 20—3) primo 
casu, altero r(n —r) o(n — o) (n —r 4-20 —3). (2n r—29—3) 
alia sunt puncta, quorum cuiusvis sed eiusdem ordinis 
polares unam valori quantitatis r respondentium comple- 
mentariarum polarium puncti p tangunt, etiam alia polaris 
complementaria puncti p complementariis  polaribus 
illarum tangitur. Porro quodsi primum acciderit pro o — r 
sequitur. 

Theorema IV.  Respectu curvae fundamentalis 
C(n) pro quoque puncto p: 3r?(n—r)?[3(n —r—1)](r— 1): 
alia sunt puncta, quorum polares complementariae, certo 
quantitatis r valore accepto, pares ordine polares puncti 


p tangunt. 


l* 
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Quoniam: curvae K et K* se ipsas tangentes spectari 
possuut, polum 5» unnm ex his punctis esse sequitur, eum- 
que involventes valore o — * definitas transgredi elucet. 

Nota. Theorema XII. Cr. pag. 154 hoc modo nune 
enuntiari potest: 

Polum Ortae polaris (n —7)tae polares eius puncto. 
rum, (n—r)tae polares eius tangentium ipsaque eius 
(n—r)ta polaris transgreditur. 

Altero casu pro r — o efficitur: 

Theorema V. Respectu curvae. C(n) pro quoque 
puncto p: 7?(n— r)?(n E r —9) (2n T: r—323): alia sunt 
p»ncta, quorum polares complementariae, certo. valore 
quantitatis 7 aecepto, impares ordine polares puncti p 
tangunt. 

Polus p pro quoque puncto contactus curvarum .K 
et K! est unum ex his. punctis, nam si hoc acciderit, 
punctum 5p punctum intersectionis duarum infinite proxi- 
marum polarium (2 — r)tarum et rtarum esse patet, ergo 
punctum commune involventium, quae ad hune casum 
spectent. 

Theoremata, quae modo explicavimus, in unum theo- 
rema comprehendi possunt, si ota polaris curvae K cum 
o'ta polari curvae K! componitur, et o et o' inter limites 
proprios variantur; sua vi ex parte haec enunciata ex- 
cidunt, si K primam et K.' ultimam polarem vel vice 
versa puncti p significat, quum prima polaris rectae sit 
gradus Üti atque solum ex (»—]1)? polis illius. rectae 
constet. si 
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Puncti motu in certa quapiam curva series polarium 
orientes omnes inter se proiectivae fiunt, cuique enim 
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puncto. una solum polaris respondet, unicuique  polari 
unum solum punctum in curva, ergo polari unius seriei 
una solum respondet polaris alterius seriei, id quod accu- 
rate est criterium proiecvititatis duarum formarum geome- 
triae. Punctis intersectionis respondentium elementorum 
duarum quarumlibet inter se proiectivarum serigrum nova, 
ut constat, efficitur curva; pro duabus seriebus 'corm- 
plementariarum polarium ordo huius loci, si accipimus 
punctum moveri in curva qualibet C(n») est: 


m[n (n — 29) 4- 29?] 


L significare hune locum statuimus. Curvae K et K! 
praebent numeros ordinis: 


(n —r)[n (n —29) 4-292] et. r[n(n —26) 4- 2e*] 


n 
duorum systematum (5 — 1) curvarum Z et L! pro pari n, 
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curvis, quae uni eidemque o respondent, compositis, 


l curvarum L et L! pro inpari 2; duabus ex his 


efficiuntur puncta intersectionis: 
r (n —r) [n (n —29) 4- 29?]?.. 
Theorema VI. Quodsi K et K' duae sunt polares 


complementariae puncti p, certis pro o et r valoribus 
aeceptis, in una quaque curva est systema: 
r (n —r) [n (n — 29) 4-20?]? 

punctorum; quae quidem systemata eam inter se habent 
relationem, ut quodque punctum unius systematis respon- 
dens sibi punctum in altero systemate definiat, quatuor 
polares complementariae electo valori o respondentes 
cuiusque hoc modo exorti paris punctorum uno eodem- 
que puncto intersecantur. 


zo 


Nota. Si o — r ponitur, (n —r)tae polares puucto- 
rum cnrvae K omnes subsecant p; p vero etiam secant: 
r(n—r): rtae polares punctorum totidem huius curvae et 
bhie'eurvas sibi respondentes primae seriei incidunt; ergo 
punctum p est r(n —r)plex punctum ortae curvae L et 
tangentes. eius v(n—r) ramorum in puncto p tangunt 
simul, ut notum, respondentes curvas primae seriei. [ta 
etiam se res habet cum curva L! eiusdem ordinis pola- 
ribus puuctorum K* effecta, quamobrem curvas L et L' 
in puncto p: r?(w—r)? puncta intersectionis habere 
opportet. | 

Quun summa numerorum ordinis curvarum L et L!: 
n[n(n —?9) t 29?]; ab r non dependeat, elucet, certo 
valore quantitatis o accepto, pro omnibus polaribus puncti 
p constantem fore (id quod etiam tum, quum duae curvae 
polares, quarum ordines ad ordinem curvae fundamentalis 
suppleantur, diversis gaudeant polis, vim habere videmus; 
ideirco etiam tales curvas polares complementarias dicamus). 

Unde sequitur: 

Theorema VII. Curvae L et L* constante quan- 
titatis o valore accepto, pro omnibus polaribus comple- 


menfariis puncti p. ipsae sunt curvae complementariae. 


Ex iis, quac adhuc explicata, criterium iam relationis 
complementariae duarum curvarum polariuin deduci potest. 
Si enim in expressione: r(n —) [n (n — 29) 4- 29?]? quan- 
titates o et r una deiuceps totos numeros inde ab l 


n —2 —-— 9 n —1 


usque ad 9 vel m significant, e: vel ToU 
certi definitique numeri ' praebentur, certo quantitatis 
valore accepto; p(r, o). g(r, Q)» ...: ete. hos numeros 


significare statuimus.. Duabus nunc curvis polaribus K 
et K! ad libitum respectu curvae fundamentalis C(n) pro- 


* 


am 


positis quaeri potest, utrum sint complementariae nec 
ne; quod ut decidatur construantur omnes polares com- 
plementariae punctorum harum curvarum; quodsi nunc 
in utraque curva systema aut g(r, o); , aut gí(r, o), aut 
g(r, Q)s .... etc. est punctorum, quae eam inter se ;habe- 
ant relationem, ut uni puncto primi systematis unum 
solum punctum alterius systematis et vice versa respon- 
deat, atque ut curvae. polares complementariae valori 
(r, o) respondentes cuiusque paris punctorum responden- 
tium unum idemque punctum plani transeaut, re vera, 
Y 

si qui ne vel Eu casuum locum habuerit, nobis 
est accipiendum, curva K et K! complementarias curvas 
polares esse; quodsi porro certo quantitatis o valori 
respondentes curvae polares complementariae o?(» — o)? 
parium punctorum ex ambobus huic valori quantitatis o 
respondentibus systematibus in curva K et K! unum 
idemque punctum plani transgrediuntur, curvae K et K! 
sunt complementariae, quaeque ordinis oti vel (n — o)ti, 
uno eodemque polo gaudent. 
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Polares punctorum curvae K, quae ei sunt comple- 
mentariae, omnes in polo huius curvae intersecantur. 
Quodsi nunc iin. plano curvae K punctum p' centrum 
fascis radiorum accipimus, in quoque radio eius (» — r) 
puncta curvae K iacent, quippe quae ordinis (» —7)ti 
poneretur. Omni. radio huius fascis respondent igitur 
(n—T) curvae punctum 5 íranseuntes. | Érgo curvae 
polares, quae punetum jg transgrediuntur, respectu ra- 
diorum fascis in puncto p' in plane definitas copulationes . 
(n — v) elementorum dividuntur et. bac descriptione in- 
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volutionem (n — r)ti: gradus faciunt. Quod vero ad pun- 
ctum p' valet, valet etiam ad omne aliud punctum plani 
curvaeque .in. punctó. p; se intersecantes rationibus 
infinite. multis: involutionem - (n — 7) ti gradus | formare 
possunt. 

Unde: Hid 3 

Theorema VIII Curvae K polari puncti p respectu 
eéurvàe fundamentalis C(n) posita, omnes curvae polares 
eius punetorum eique complementariae in puncto p inter- 
secantur atque hic formant involutiones (n —7r)ti gradus 
infinite multas; binis involutionibus communis est semper 
(n—r) curvarum copulatio. 
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Constituantur singularitates cuiusvis retis 
curvarum 7zti gradus. 
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Quodvis rete curvarum zti ordinis tribus, ut constat, 
eius curvis plane. est definitum; omnes retis curvae 
eodem puncto utentes formant fascem curvarum. 

Punctis iam plani (ut Cr. pag. 2605 demonstratum) et 
curvis cuiuslibet retis talis relatio imponi potest, ut uni - 
puncto plani una solum curva retis et uni curvae retis 
unum solum punctum plani respondeat; qua ex relatione 
primum sequitur, rectae euidam fascem eurvarum, qua- 
rum puncta respondentia in hac recta sint posita, respon- 
dere, deinde 2? puncta plani; centra fascis modo com- 
memorati. Si AK est recta, sunt in:ea 3(»n — 1)? puncta 
eiusmodi quibus curvae cum puncto duplici respondeant, 
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quum fascis curvarum, qui huic rectae respondet, secun- 
dum Cr. Nr. 88 totidem puncta duplicia contineat. Locus 
igitur punctorum, quibus curvae cum puncto duplici re- 
spondeant, est curva 2 ordinis 3(» — 1)?ti; locus vero . 
ipsorum punctorum duplicium, ut notum, est curva lTaco- 
biana retis et secundam Cr. Nr. 93 et 95 ordinis 3(n — 1) ti. 
Sequitur curvam [acobianam et curvam. 2 eundem in 
modum sibi respondere, atque Hessianam et Steinerianam 
retis. primarum polarium; punctum quoddam in altera 
uni tantum. puneto alterius respondet planeque. definit. 
Punctis « et 8 punctis curvae lacobianae acceptis habe- 
mus duo. puncta a et b in curva. respondentia. ' Utra- 
que curva retis cum puncto dupliei. in.« et f definit 
fascem curvarum rectaque huic respondens puncta a et 5 
coniungit, Quodsi nunc puncta.c et B infinite propius 
sibi accedant, etiam punctum a puncto Ó infinite propius 
accedit et. recta haec puncta iungens tangens curvae, Z 
exsistit. | 

Theorema I. lacobiana est locus punctorum, quo- 
rum rectae respondentes curva Z involvuntur. 

Si contra rectas 4 et B tangentes curvae Z2 in 
punctis a et b, punctumque p punctum intersectionis 
earum. accipimus, cuique fascis curvarum. respondet in 
punctis respondentibus lacobianae « et 8; curva utrique 
fasci communis est curva puncto p respondens transitque 
puncta « et 9, quoniam sunt puncta basis. 

Punctis a et 5 infinite proprius sibi accedentibus 
etiam « et 6 infinite proprius sibi accedunt curvaque 
utrique fasci communis lacobianam in puncto (of). tangit. 

Theorema Il... Iacobiana est involvens. earum cur- 
varum retis, quarum puncfa respondentia in curva .Z 
sunt. posita. 
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Praeter puncta intersectionis tangentium infinite vici- 
narum curvae 2 vel puncta ipsius huius curvae, quae 
sunt eiusmodi, ut curvae retis iisgrespondentes lacobia- 
nam íangant, etiau puncta tangentium ,inflexionalium 
eurvae. Z eadem gaudent natura, quum quodque punctum 
eiusmodi tangentis punctum intersectionis duarum infinite 
vicinarum tangentium. haberi | possit.  Involvens igitur 
rectarum punctis lacobianae, respondentium est curva 2 
et eius tangentes inflexionales ; ordinem iam huius invol- 
ventis proponimus nobis statuere, curva lacobiana sine 
punctis multiplicibus accepta. 


Quodsi est a punctum huius involventis, curva retis 
ei respondet, quae lacobianam tangit. Curvae vero retis 
puncta sibi respondentia in recta quadam habentes for- 
mant fuscem ; tot igitur erunt puncta intersectionis cuius- 
libet rectae ZZ cum involvente, quot erunt curvae fascis 
huie rectae respondentis, quae lacobianam tangant, id 
est, quoniam ipsa ordinis 3(» —1)ti et sine punctis nem 
plicibus accepta (vid. Cr. pag. 122): 


3(n — 1) [3(n — V) - 2n — 8] — 3(n — 1) (5n — 6). 
Unde numerus. tangentium iuflexionalium curvae 2: 
3 (n — 1) (5n — 6) —3(n — 1)? — 3(n— Y) (4n — 5). 
Curva ZX est denique classis: | 

àn. (n — D tae. 


Transgrediuntur enim. punctum quodvis plani p tot 
tangentes curvae Z, quot sunt puncta intersectionis cur- 
vae puncto p respondentis cum curva lacobiana, id quod 
numerum modo bee constituit (vid. Cr. pes 267. 
theor. I.) 

Quum vero ordo, classis numerusque tangentium in- 
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flexionalium curvae Z sint nobis nota, facile est formulis 

illis Plueckerianis, quae ad singularitates curvae planae 

valent, ceteras singularitates huius curvae deducere. 
Curva 2 habet igitur: 


12(n—1)(n —2) cuspides, 
2 [(n — 1) (n — 2) (85? —3n — »)] puncta duplicia, . 
2 [(m — 1) (n — 2) (n? — 3n —8)] tangentes duplices. 


4. 9. 


Quodsi A est tangens duplex curvae Z, curvae fascis 
huic rectae respondentis duobus diversis punctis inter 
se tanguntur, id est in punctis « et f curvae lfacobianae 
punctis a et ó respondentibus, in quibus curva Z tan- 
gente duplici tangitur; punctis a et 5 propius sibi acce- 
dentibus ex tangente duplici fit tangens inflexionalis 
punctaque «& et 8 in unum concidunt punctum, in quo 
curvae fascis respondentis contactum trium punctorum 
ineunt. 

Ex quo efficitur: 

Theorema lll Sunt in reti quolibet 2ti gradus 
3 (n —1)(4n —5) fasces, quorum curvae contactum trium. 
punctorum ineunt. Quum. omni. puncto curvae Z curva 
retis cum dupliei puhcto respondeat, puncto duplici cur- 
vae 2 curva retis cum duobus punctis duplicibus respon- 
deat necesse est. 

Theorema IV. Sunt in reti quolibet ti gradus 
à[(n — 1) (n —2) (3n2— 3n —11)| curvae, quae duo habent 
puncta duplicia. 

Theorema V. Sunt in reti quolibet ti. gradus 
&(n — 1) (n —2) (8n? —93n —8) fasces, quorum curvae duo- 
bus diversis punctis inter se tanguntur. 
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Puncto a duplici puncto curvae X accepto, curvam 
retis ei cum duobus punctis duplicibus respondere oportet. 
Duobus tangentis curvae, Z2 in puncto duplici duo fasces 
retis respondent, qui habent curvam. communem. curvam 
cum duobus punctis duplicibus. Si punetum duplex 
curvae 2; in cuspidem coarcfatur ex duobus fascibus unus 
tantum fit fascis duoque puncta. duplicia in cuspidem 
transeunt, quum hoe idem atque duo puncta duplicia valet. 

Unde haec conclusio: 

Theorema VI. Suut in quolibet curvarum reti zti 
gradus 12(n —1)(n —2) curvae; quae cuspide utuntur. 


Y 
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Amplificatio curvarum Z]i. : 


MEE E | 

Genus curvarum LL ji, quae in Cr. Nr. 116 disquiruntur, 
ipsam veramque naturam ostendit, si cum curva Hessiana 
primisque. polaribus duorum certorum punctorum j et í 
confertur; notio vero harum. eurvarum aut substitutione 
cuiuslibet involventis loco unius: puncti, altero reservato, 
aut substitutione eiusdem curvae loco amborum puncto- 
rum.aut denique substitutione quarumlibet. duarum invol- 
ventium loco amborum punctorum amplificari potest. 
Disquisitio ultimi casus, quem maxime esse generalem 
ceterosque comprehendere facile elucet, in scripto Cre- 
monae non invenitur, quam perficere tentantes. tale nobis 
problemà. proponimus. 

»Definiatur locus variabilis puncti p, quod tali gau- 
deat proprietate,: ut duae ex eo ad certas.curvas K(r) 
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et K(s) rtae et stae' classis ductae tangentes respectu 
polaris conicae puncti p polares coniugatae exsistant.'* - 

p sit punctum plani; polaribus eius conica et recta 
eonstructis locus punctorum, quae sunt respectu huius 
polaris conicae poli tangentium curvae K(r), est reciproca 
curva curvae K(r) item locus polorum tangentium curvae 
K(s) reciproca curva curvae K(s). Recta polari puncti p 
hae curvae reciprocae in r et s punctis intersecantur, 
polis tangentium, quae ex puncto p ad curvas K(v) et 
K(s) duei possunt. Quodsi uunc una ex puncto p ad 
cürvam* K(r) ductarum tangentium unum ex s punctis, 
uBaque ad curvam K(s) ductarum tangentium unum ex 
r punetis in recta polari puncti p intercisis transgreditur, 
purctum 9 est punctum quaesitae curvae. 

Curva fundamentalis C(n) sine punctis multiplicibus 
accepta r 2(n — 1) communes tangentes cum curva K(r) 
habet; si unum ex r.2(n— l1) punctis contactus in curva 
fundamentali spectatur, polaris eius recta respectu polaris 
'tonicae est tangens curvae fundamentalis in hoe puncto 
eommunis- etiam curvae K(r), qua de causa reciproca 
curvae K(r) punctum p transeat necesse est. Atqui ex 
puncto (p)s tangentes ad curvam K(s) duci possunt, qua- 
rum poli, quoniam sunt puncta intersectionis primae po- 
laris puncti p cuni reciproca curvae K(s) respectu conicae 
polaris eiusdem puncti omnes in communi tangente in 
hoc puncto curvae fundamentalis et curvae K(r) iacent, 
ex quo sequitur hanece tangentem curvae K(r) cum qua- 
que s fangentium ex puncto p ad curvam K(s) ductarum, 
systema coniugatarum polarium efficere; quum vero cui- 
que tali systemati punctum quaesitae curvae respondere 
oporteat, concluditur: | 


».Locus quaesitus sties omne punctum curvae funda- 
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mentalis transgreditur, in quo haec tangente curvae K(r) 
tangitur* 
itemque: 

»Locus quaesitus rties omne. punctum curvae fun- 
damentalis transgreditur in quo haec tangente curvae 
K (s) tangitur.* 

Involvens indicatricum punctorum curvae Hessia- 
nae est classis 3(n—1)(n—2)tae habetque cum curva 
K (r) : 9r(n — 1) (n —2) communes tangentes; qua de 
re puncfa sunt Jr(n — 1)(n—2) curvae Hessianae, * 
quorum indicatrix curvam K(r) tangit. Quodsi p est 
unum ex his punctis utitur conica polari systemate dua- 
rum rectarum, quae in respondenti puncto 0 curvae Stei- 
nerianae intersecantur. Atqui respectu systematis harum 
rectarum punctum 60 polus est cuiusque rectae plani, 
punctum 5p non continentis et omnis recta hoc punctum 
continens infinito numero polorum. gaudet, qui omnes in 
ea recta sunt positi, qui est quartus radius harmonicus 
ad rectam propositam et ad systema illud rectarum in 
puncto.Ó. se intersecantium; hac ex re necessario. con- 
cluditur reciprocas curvas curvarum K(r) et K(s) ex 
duobus fascibus r et s radiorum constare tangentemque 
(po) curvae K(r) cum omni s tangentium, quae ex pun- 
cto p ad curvam K(s) duci possint, systema coniugatarum 
polarium | efficere. Quum vero ex puncto p tangens po 
ad curvam K(r) ducta reciprocam curvae K(s) in s pun- 
ctis in puncto o. concidentibus incidat, puncta s respon- 
dentia quaesiti loci puncto p infinite proprius accedere 
probatur, id est curvam quaesitam in puncto p tactum s 
punctorum cum curva Hessiana inire oportet. Idem va- 
Jet ad quodque punctum curvae Hessianae, cuius indica- 
trix curvam K(r) vel curvam. K(s) tangit, id solum, 


Zw tx 


quodsi alterum acciderit, exsistit discrimen, quod tum 
fit r punctorum contactus. | 

»Locus quaesitus in punctis curvae Hessianae, quo- 
rum indicatrix curvam K(r) vel K(s) tangit, cum illa 
tactum s vel r punctorum habet.* 
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Atque ut ordo quaesitae curvae definiatur, quot 
eius puncta in recta quadam Jf iaceant, videamus. Esto 
p punctum quodvis huius rectae, construatur eius recta 
et conica polaris, tum curvae reciprocae curvarum K(r) 
et K(s) respectu conicae polaris puncti p; recta polaris 
puncti p reciprocas hascurvas in r et s punctis incidit, 
Quodsi nune ex r punctis intersectionis primae recipro- 
cae curvae cum rectapolari puncti p omnes. tangentes ad 
curvam. K(s) ductas esse accipimus itemque ex s punctis 
intersectionis alterius reciprocae curvae omnes tangentes 
ad curvam K (r), utroque casu (rs) tangentes oriuntur, quae 
quidem duas copulationes rs punctorum in recta 7M consti- 
tuunt. Atqui puncto intfersectionis a rectae polaris cum 
recta M(n—1) puncta p respondent prima polari puncti 
a in recta /M intercisa, quorum polares rectae omnes 
punctum « transeunt. Attamen cuique polari ultimae 
punctorum prima polari puncti a in recta M intercisorum 
duae copulationes rs punctorum respondent, omnibus igitur 
(1—1) polaribus ultimis duae diversae copulationes (n— 1) 
r.$ punctorum. Si nunc punctum quoddam primae copula 
tionis cum punctoalterius confertur oriri punctum. quae- 
siti loci suscepta constructione demonstratur. 

Puncto a in recta 7 progrediente cuique eius situi 
duae certae copulationes r.s(n—1) punctorum respondent, 
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qua quidem re duae: diversae sibi proiectivae involutiones 
gradus rs(n—1l)ti constituuntur; quae quum. involutiones 
2rs(n— ll) habeant puncta communia sequitur: 

Locus quaesitus est ordinis 2rs (n — Dti. 
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Proposita sit recta 77; involvens polarium rectarum 
punctorum eius recfae est curva classis (n— l)tae et in- 
volvens indicatricum eorundem punctorum curva classis 
2(n—1)tae. Utraque curva igitur 2(n—1)* tangentes 
habet communes, quae et rectae polares et indicatrices 
totidem punctorum rectae /M spectari possunt; idcirco 
sequitur 

Theorema I. Sunt in recta qualibet. M2 (n —1? 
puncta, quorum rectae polares indicatrices sunt puncto- 
rum intersectionis harum polarium. cum recta M. 

Atque iam in recta // duo systemata 2(n — 1)? pun- 
ctorum discernenda; alterum systema polorum, alterum 
puncta intersectionis rectae ÀM cum rectis eorum pola- 
ribus. Quodsi recta // circum quodlibet punctum fertur, 
quaeque copulatio punctorum curvam ordinis 2(n—1)? tae 
generat. Vero curva fundamentalis recta 74 ín » pun- 
ctis intersecatur, in quibus indicatrix cum recta polari 
collabitur, ordo igitur curvae fundamentalis ab ordinibus 
illarum subtrahendus, effluitque in utroque casu curva 
ordinis ! 

2 (n — 1? —52 — [n (2n —5) 4- 2] ti. 

Quodsi nunc J. primam, J' alteram curvam significare 
statuimus sequitur TN 

Theorema ll. Curva J' est locus punctorum, quo- 
rum una indicatrix simul est recta polaris puncti curvae 
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J, viceque versa curva J est locus punctorum, quorum 
recfía polaris simul est una ex indieatricibus punctorum 
curvae J'. 

lam curva J transversali quadam transsecetur cuique 
puricto intersectionis punctum curvae J' respondet, quodsi 
transversalis in tangentem curvae J vertitur, duobus pun- 
ctis infinite propius sibi accedentibus tfangentique illi 
cum curva J communibus etiam duae polares rectae in- 
finite propius se subsequentes respondent, quae tan-, 
gentem curvae J in duobus punctis infinite propius sibi 
accedentibus intersecant, unde sequitur 

Theorema Ill. Curva J et J' sunt eiusdem clas. 
sis rotationeque unius eiusdemque rectae generantur. 

Sit porro p punctum plani; prima polaris eius pun- 
eti et curvam J et curvam J' in (n— 1) [n (2n —5) 4- 2] 
punctis intersecat, quorum rectae polares punctum p 
transgrediuntur. 

Theorema IV. Involvens rectae, quae ita movetur, 
ut simul sit recta polaris puncti curvae J et indicatrix 
puncti curvae J', est curva £5 classis 

(n —1)[n (2n —5) 4- 2]tae. 

Inversione huius theorematis oritur 

Theorema V. Curva Z est locus punctorum, quo- 
rum primae polares curvam J tangunt, eademque pars 
involventis, quam iudicatrices punctorum curvae J' effi- 
ciunt. 

Quum curva £ cum curva Steineriana et cum invol- 
vente indicatricum curvae Hessianae 

9 (n — 1)? (n —2) [n (2n — 5) 4- 2] 
tangentes habeat communes sequitur 

Theorema Vl. In curva J: 

9 (n —1)(n—2)^[n(2n — 95) 4 2] 


[iv] 
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sunt puncta, quae in curva Hessiana non posita cum 
totidem punctis curvae Hessianae eadem recta polari 
utuntur, et in curva. J'2(n — D) (n—2)?[n (2n—5) 4-2] pun- 
cta, quorum una indicatrix cum tangente curvae Steine- 
rianae collabitur. | 
Theorema VIL In curva J': 
3 (n — 1) (n —2)?[n (2n —5) 4-2] 

sunt puncta, quae in curva Hessiana non posita, cum 
totidem punctis illius. curvae una eademque indicatrice 
utuntur, et in curva J 3(n — 1) (n —2)? [n(2n —5) 4- 2] 
puncta, quorum prima polaris indicatrix est totidem pun- 
ctorum curvae Hessianae. 


Ourvae quarii gradus. 


Constructio curvarum quarti gradus facta 
quatuordecim quae sunt data punctis. 
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Constructio curvae quarti gradus aut duobus fascibus 
sectionum conicarum proiectivis aut fasce radiorum ac 
fasce curvarum proiectivo tertii gradus potest fieri. - Ge- 
nerale enim theorema in Cr. No. 50 pro » — 2 et n' — 2, 
deinde pro » — 3 et pro »' — 1 haec est: 

Theorema lI. a) Locus punctorum intersectionis 
sectionum conicarum fascis secundi gradus cum sectio- 
nibus conicis respondentibus alterius fascis illi proiectivi, 
est curva quarti gradus, quae omnia octo puncta basis 
amborum fascium transgreditur. 

b) Locus punctorum intersectionis eurvarum fascis 
tertii. gradus cum respondentibus radiis fascis radiorum 
illi proiectivi, est curva quarti gradus, quae omnia decem 
puncta basis amborum fascium transgreditur. 


n(n 4 9) 


Expressione generali: ——,-— numerum necessaria 


9* 


c— ME 


rum quae sufficiant conditionum continente, quas ad con- 
struendam certi ordinis curvam datas esse oportet, cur- 
vam quarti gradus quatuordecim datis punctis plane de- 
finitam esse elucet. Primam, quas commemoravimus, 
rationem generationis, quum hic exhibeamus, quomodo, 
quaerendum nobis est, respectu theorematis I. puncta 
basis utriusque fascis sint constituenda, ut curva quarti 
gradus illis generata transgrediatur quatuordecim puncta 
data? Primum per se intelligitur propositae quaestionis 
solutionem per curvas inferioris odinis fieri, quaruni con- 
structionem notam accipimus; tum dependet solutio haec 
a nonnullis constructionibus enunciatisque auxiliaribus, 
quae nobis igitur erunt praemittehda. 
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Systema curvarum quarti gradus eadem sedecim 
puncta transgredientium fascis curvarum quarti gradus 
vocatur. In qualibet linea recta, in plano fascis huius 
posita, unaquaque eurvarum systema quatuor punctorum 
interciditur, quae omnia systemata sive copulationes 
punctorum, quum quaeque copulatio uno suo puncto sit 
definita, involutionem quarti gradus efficiunt. — Quodsi 
linea recta unum ex sedecim punctis basis transeat, in- 
volutio efficitur quarti gradus cum uno puncto communi; 
quodsi duo puncta basis « et Ó transeat, involutio fit 
quarti gradus, cuius copulationes duobus utantur punctis 
communibus, quibus neglectis, in quadratam transit in- 
volutionem, quae ut notum, duo habet puncta duplicia ; 
id est exceptis contactibus duobus in punctis «a et à 
linea per haec puncta ducta duobus tantum fascis curvis - 
revera tangi potest, quum tactus duos, qui restent, 
necessario imaginarios esse oporteat. (vid. Cr. No. 49). 
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Haec puncta contactus, quae revera esse possunt, cum 
punctis duplicibus quadratae involutionis semper coinci- 
dunt, quae tali gaudent proprietate, ut omnes punctorum 
copulationes segmentum iis definitum barmonice dividant. 
Duobus punctorum paribus quadratae involutionis datis 
puncía duplicia facile constitui possunt, (vid. Hesse Ana- 
lytische Geometrie des Raumes p.27) tum pro quoque 
puncto rectae coniugatum punctum est constitutum, ergo 
omnia punctorum paria definita. Unde sequitur 

Theorema IL. Si per duo puncta basis a et 5 cur- 
varum fascis quarti ordinis recta linea ducitur, puncta 
intersectionis curvarum huius fascis in ea involutionem 
quadratam definiunt, cuius puncta duplicia semper cum 
punctis contactus (si revera tactus locum habet) cur- 
varum fascis cum hac recta coincidunt. Punctis a et 0 
puncta coniugata sunt ea, quae curvis interciduntur, quae 
rectam in puncto 5 et a tangunt. 
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Dati sunt quinque radii in uno puncto se intersecantes, 
quos symbolo 0(12345) notamus et praeterea quinque 
puncta (abcde). Definiatur punctum x eiusmodi, ut radii 
fascis 0(12345) radiis fascis z(abcde) deinceps proiective 
respondeant. Ratio duplex quatuor radiorum 0(1934) — à 
constituit cum quatuor punctis (abcd) sectionem conicanm: 
haec puncta transgredientem, item ratio duplex quatuor 
radiorum 0(1235) — 4' cum quatuor punctis (aóce) sectio- 
nem conicam baec puncta transgredientem. — Utraque 
sectio conica tali gaudet proprietate, ut pro omnibus 
punctis :» primae aequatio habet locum: 


m(abcd) — 0(1234) — 14, 


. UD 
item pro omnibus punctis » alterius: 
n(abce) — 0(1935) — 4'. 


Puncta (abc) quum sint utrique sectioni conicae 
communia, quartum punctum intersectionis z habent, 
quod utrique aequationi satisfaciat necesse est: 


z(abcd) — 0(1234) — 4 
az(abce) — 0(1235) — 4' 


ex quo | sequitur aequatio: 
z(abcde) — 0(12345). 


Ergo x est punctum quaesitum. Quodsi porro ratione 
duplici quatuor radiorum 0(2345) — & sectio conica puncta 
(bcde) transgrediens construitur, et ratione duplici qua- 
fuor radiorum ((2341) — u' sectio conica puncta (bcda) 
transgrediens, quoniam ratio duplex p' ratione duplici 4 
definitur, sectio conica haec est eadem atque prima ante- 
cedentium. — Pro punctis harum sectionum conicarum 
habent locum aequationes: 


m' (bcde) — 0(2345) — y 
n'(bcda) — 0(2341) — yw 


Et pro puncto intersectionis y utriusque: 


y(bcde) — 0(2345) 
g(6cda) — 0(2341). 


Ex aequatione: | z(abede) — 0(12345) haec vero 
sequitur: 


az(bede) — 0(2345). 


Ergo sunt puncta z et y unum idemque punctum 
sectioque conica valori u respondens cum sectione conica 
valori 4 vel u' respondente puncta (bcdz) et cum sectione 
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conica valori À' respondente puncta (6cez) habet com- 
munia. 

Theorema Ill. Quinque in puncto O se interse- 
cantibus lineis rectis et quinque datis punctis tres sectio- 
nes conicae constituuntur, quibus duo datorum puncto- 
rum tertiumque non datum sunt communia, pro quo valet 
aequatio: 


0(19345) — x (abcde). 
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Censtructio nonnullarum curvarum quarti gradus tredecim 
quae sunt data punctis. 


Data sunt tredecim puncta (12....8) (abcde) quibus 
secundum Cr. No. 34 fascis curvarum quarti gradus in- 
lici potest. Punctis (123...78) fascem curvarum tertii 
ordinis imponimus exhibemusque eas curvas, quae puncta 
(abcde) transgrediuntur. Quodsi nunc punctum zc de- 
finiamus eiusmodi, ut radii ex eo punctis (abcde) traiecti 
quinque tangentibus, quae in quolibet puncto basis cur- 
varum fascis punctis (12....78) impositi ad curvas puncta 
(abcde) transgredientes ductis proiective respondeant, 
omnino fascis radiorum in puncto z fascisque tangentium 
in quolibet basis puncto vel ipse fascis curvarum hac 
descriptione proiectivi fiunt punctaque intersectionis ele- 
mentorum sibi correspondentium secundum theorema 1 b) 
in curva quarti gradus sunt posita, quae puncta (12....78) 
(abcde) et punctum z transgreditur. 

Punctum z quale hic exigetur secundum theorema lll. 
. constitui potest. Quodsi nunc aliis octo punctis tredecim 
datorum punctorum alterum curvarum fascem tertii ordi- 
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nis imponimus atque pro ceteris quae restant quinque 
punctis punctum 2c iis proprium constituimus, alteram 
curvam quarti gradus tredecim data puncta transeuntem. 
accipiemus; utraque curva alia tria puncta intersectionis - 
praebet, quae cum datis tredecim sedecim puncta basis 
fascis datis punctis definiti quarti ordinis efficiunt. 

Data sunt porro quatuordecim puncta (abed....mnp); 
quodsi duo eorum «a et 5 recta linea colligantur, quaene 
sunt tum duo puncta (zy) quae curva quarti gradus qua- 
tuordecim datis punctis definita in recta (a5) interciduntur? 

Secundum ea, quae modo explicata, duas curvas 
quarti gradus construimus, quae prima tredecim puncía 
(abcd....nm) transeuntes curvarum fascem quarti gradus 
definiunt atque in recta (ab) quatuor puncta intercidunt, 
quae duae punctorum copulationes ad eandem quadratam 
involutionem referuntur; punctis duplicibus huius involu- 
tionis inventis tota est omnino involutio definita.  Tre- 
decim aliis punctis (abcd....mp) item. curvarum faseis 
quarti ordinis est constitutus, si duas harum curvarum 
construimus sfatuimusque puncta duplicia involutionis illis 
definitae altera involutio in recta (ab) exoritur. | Atqui 
nunc utraque involutio habet unam punctorum eopulatio- 
nem communem, quae curvae ambobus fascibus quarti 
ordinis communi omniaque quatuordecim puncta trans- 
gredienti respondet; haec ergo curva est illa, quae punctis 
datis definita, puncta quaesita (x9) in recta (ab) intercidit. 
.. Quibus praemissis denique ad generatione huius 
curvae, quatuordecim datis punctis definitae, duobus fa- 
seibus sectionum conicarum proiectivis transeamus puncta 
basis horum fascium constituere nobis proponentes. At- 
qui quioque eorum ad libitum ex quatuordecim datis 
punctis eligere licet, tria vero ad arbitrium non deligenda 
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et seeundum Cr. Nr. 56 constituenda sunt. Prout haec 
tria puncta definienda uni fasci imponimus, alterique qua- 
tuor quaelibet puncta ex datis puncta basis accipimus, 
vel duo puncta uni et unum definiendum alteri fasci in- 
iicimus duae diversae quaestiones terminandi puncta basis 
nobis exsistunt. 

Exhibemus hic primam, quoniam ex sententia illius 
quaestionis, quae antecedunt explicabantur. Quodsi (xzyz) 
sunt puncta quaerenda, puncta (abcd) puncta basis primi 
et (ezyz) puncta basis alterius fascis sectionum conica- 
rum accipiamus. Sectionibus conicis primi fascis omni- 
bus descriptis unamquamque earum curva construenda 
quarti gradus exceptis punctis basis (abcd) in quatuor 
punetis incidit, quae etiam respondens quaeque sectio 
conica alterius fascis proiectivi transgrediatur necesse 
est. Quum vero duo latera quadranguli completi (abcd) 
ex adverso sita sectionem conicam primi fascis forment 
in rectis ab et cd itemque in rectis ad et óc puncta 
consfituere possumus, in quibus hae conicae scctiones 
a curva quarti gradus construenda interciduntur, quippe 
quae punefa in unaquaque quatuor rectarum duabus in- 
volutionibus quadratis copulatio punctorum communis 
appareant. Si iam denique quatuor primis punctis et 
puncto. e sectionem conicam imponimus, accurate est ea, 
quae secfioni conicae (a5), (cd) primi fascis proiective 
respondeat, atque alteris quatuor punctis et puncto e 
alteram. sectionem conicam utraque curva praeter punctum 
(e) etiam tria alia puncta intersectionis (zy:) praebet, 
quae erunt puncta quaerenda. Omnibus sectionibus co- 
nicis puncta (ezyz) transeuntibus constructis, fascis fit 
primo  proiectivus punctisque intersectionis sectionum 
conicarum respondentium oritur curva quarti gradus con- 
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struenda, quae puncfa data quatuordecim (abced . . "S mp) 
transgrediatur. 

Nota. Quodsi duo puncta uni, unum vero definien- 
dum alteri fasci imponimus talis nobis illa puncta con- 
stituendi ratio exsistit. Puncta (abc) ex quatuordecim 
datis puncta basis primi fascis eligimus colligamusque 
tribus lineis rectis, in quibus bina puncta construenda 
curva quarti gradus intercisa constitui possunt, eaque 
sint puncta (og), (o'9'), (o"9"). Si iam punctis (de) ex 
quatuordecim datis, quae puncta basis alterius fascis 
sumimus et deinceps punctis (c9), (o'8'), («"9") fascem 
sectionum conicarum iniicimus, in quoque trium, qui 
oriuntur, fasce una est sectio conica, quae puncta (oe) 
vel (o'/8') vel (o"8") in construenda curva quarti gradus 
definiat; quum vero has tres sectiones conicas uni eidem- 
que fasci proprias esse oporteat, sequitur duo alia puncta 
(yz) praeter puncta (de) habere communia, quae sint duo 
puncta basis quaerenda fascis alterius; eundem in mo- 
dum quartum basis punctum (x) primi fascis definitur. 
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Curva quarti gradus infinito variorum generum numero 
duobus fascibus sectionum conicarum  proiectivis oriri 
potest (vide Chasles comptes rendus 1856 et 1857 et Cr. 
Nr. 54 et 55). Si iam quatuor puncfa curvae quarti 
gradus ad Jibitum basin fascis eligimus, semper illis alia 
quatuor puncta plane definita eiusdem curvae respondent, 
quae sunt basis secundi fascis primo proiectivi; punctis 
intersectionis elementorum respondentium amborum fa- 
scium exoritur proposita curva quarti ordinis; quodsi 


quatuor puncta basis alterius fascis sectionum conicarum 
92. 
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»puncta contraria primae basis vocamus theorematis I. 
inversione oritur 


Theorema IV. Si quatuor punctis (abcd) curvae 
quarti ordinis sectionem conicam iniicimus, etiam aliis 
quatuor punctis ipsam intersecat, quibus fascis sectionum 
conicarum iniici potest, cuius quaeque curva systema 
punctis (abcd) punctorum contrariorum transgreditur; vel 


Theorema V. Si quatuor punctis (abcd) curvae 
.quarti ordinis sectionem conicam imponimus, curvam 
etiam aliis quatuor punctis intersecat. 55i quinto etiam 
puncto ad libitum desumpto atque quatuor ultimis sectio- 
nem conicam imponimus, cum curva quarti gradus etiam 
tria puncta plane definita intersectionis praebet, quae 
cum puncto quinto ad libitum electo punctis (abcd) puncta 
contraria efficiunt. 


Ut systema quoddam punctorum contrariorum con- 
stituamus, duo latera opposita quadranguli completi (abcd) 
producamus necesse est, quoad curvam propositam quarti 
gradus binis secant punctis; deinde si puncto ad libitum 
in curva accepto et quatuor punctis intercisis sectionem 
conicam imponimus, illa cum curva proposita etiam tria 
alia puncta praebet, quae sunt punctis (a6cd) contraria 
puncta perquisita. Si quatuor puncta (abcd) in unum 
punctum (a) collabuntur, id est, si sectiones conicae 
fascis (abcd) contactum quatuor punctorum cum proposita 
curva quarti gradus in puncto (a) ineunt, ut systema 
quoddam punctorum contrariorum inveniatur sectionem 
conicam construimus, quae curvam in duobus punctis 
tangente in puncto (a) intercisis tangat atque quintum 
punctum ad arbitrium exhibitum curvae transeat, etiam 
alia tria puncta intersectionis propositae curvae praeben- 
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tur, quae cum puncto ad libitum accepto systema pun- 
ctorum contrariorum punctis (abcd) efficiunt. 

Simili modo inveniuntur puncta contraria, si sectiones 
conicae primi fascis cum curva quarti gradus proposita 
duos-duorum punctorum, vel unum trium punctorum con- 
tactum ineunt. 
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In quoque sectionum conicarum fasce sunt (res cur- 
vae, quae ex systemate duarum rectarum constant, eaeque 
opposita latera quadranguli completi, quod fasci sectio- 
num conicarum est inscriptum. Duobus fascibus sectio- 
num conicarum compositis tot quof vis curvae quarti 
gradus generari possunt, quae omnes puncía basis am- 
borum fascium transeunt; ut enim relatio quaedam pro- 
iectiva inter elementa utriusque fascis intercedat, nihil 
nisi tres quaelibet curvae ex quoque fasce sunt exhi- 
bendae, tum quartae cuique curvae primi fascis una 
tantum curva alterius respondet descriptioneque hac 
sectiones conicae proiective sibi respondentes generant 
curvam quarti gradus, quae omnia puncta basis transit. 

Loco trium quarumvis sectionum conicarum in quoque 
fasce etiam tria systemata rectarum punctis basis utrius- 
que fascis definitarum sumi possunt; quodsi nunc syste- 
mata rectarum in primo fasce quendam in modum tribus - 
systematibus in altero fasce adordinantur, oritur 

Theorema VI. Duo quaelibet quadrangula com- 
pletà semper in duodecim punctis se intersecant, quae 
cum octo punctis verticis in curva quadam quarti gradus 
sint posita. 
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Generatio curvarum quarti gradus motu puncti facta. 


'Si a et o' sunt duo puncta basis, quae sunt propria 
duobus diversis fascibus sectionum conicarum, atque cui- 
que puncto duo certi axes impositi (5C) et (BICI); si 
iam eirca a et a'/ duae rectae 7' et 7! feruntur, aequatio 
proiectivae relationis duorum in a et a fascium radiorum, 
ita ut uni 7' in primo fasce unum modo 7" in secundo 
respondeat, haecce est: 

sin(BT) sin(5' T^) sin(BT) , sin(B'T") 
*'sin(CT) sin (C T") ! P'sin (CT) * ? sin (C'T^) 
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ubi (o, f, y, Ó) sunt coefficientes constantes. 
Accipiamus iam duos tertios axes certos D et D! 


ponentes: 
sin(BT), sin(BD) — 
sin(CT) sio(CD) 


Aequatio superior fit: 


sin(.D D) sin(B' T") sin(BD) sin( B! T") H 
^* si(CD) sin(C T^) * P sin(CD) * ! sim(C T) t 5—- 


In hanc aequationem ratione anharmonica quatuor 
respondentium rectarum B7, Cl, D!, T! inducta simulque 
posito: 


sin(D) ; sin(BD)  , 
"'sin(CD) — " ge P sin (CD) P 


accipiemus: 


sin( 8 D!) —— ,sin(B' D^) 
"" sin (CD?) FP t Y usi D) 


/ 


JF ó — Q. 


Quodsi denique expressiones: 


— 499 7 


in( B! D' E 
v CC DT — novae cuidam constanti o, et 


sin(.B' D!) 


y sin(C' I) — novae cuidam constanti y 


ponimus, accipiemus: 
orr' 4- gr 4- yr' 4- ó — O. 

Haec est aequatio proiectivae relationis amborum . 
fascium radiorum in a et «', ex quatuor constantibus 
coefficientibus («9y9) una (80) ad libitum eligi potest. 

Punctis quatuor (abcd) punctis basis primi fascis 
sectionum conicarum et (a'0'c'd') secundi fascis acceptis 
pro tribus axibus B, C, D in a et B', C', D', in «, 
quoniam ad libitum accepti erant, has rectas substituere 
licet: 

ab, ac, ad. pro B, C, D et 
a'b', a'c', a'd' pro B', C', D'. 
In aequatione: 


err! 4- gr 4- yr' 0 —0 
r rationem anharmonicam trium certarum rectarum (ab, 
ac, ad) significat ac tangentis T in puncto a ad quam- 
libet sectionem conicam primi fascis ductae, r' idem 
fere valet. 


Sin vero ex puncto m sectionis conicae (hie dicimus 
eam sectionem conicam, quam recta 7 in puncto a tan- 
git), quatuor rectae per quatuor certa puncta sectionis 
conicae (hic a, 5, c, d) ducuntur, ratio anharmonica qua- 
tuor rectarum, ut notum, constans est; itaque hoc quidem 
casu: | 

sin (amb) . sin (dmb) 
li (amt) : initi — constans. 
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Si punctum 7 ad punctum a infinite propius accedit, 
in tangente T in puncto a ducta situm est, atque ultima 
aequatio transit in: 

sin(7, ab) sin(dab) . Mud | 
sin(T, ac) sin(dac) —  ..5ans — T. 

Pro respondente sectione conica secundi fascis item: 
sin (amb) ,sin(d'mb') — sin(T", a'b') sin(d'a'b) , 
sin(a^mc') sin(d'mc') — sin(T", a'c') sin(d'a/c) ^" 


Quatuor puncta intersectionis harum duarum sectio- 
num conicarum quaternos pares valores pro r et 7' prae- 
bent, qui aequationi: orr' 4- 9r 4- yr' 4- 0— O0 satisfaciunt. 

Si igitur duo fasces sectionum conicarum in (abcd) 
et (a'0'c'd^) inter se proiectivi sunt, haec aequatio valet 
pro quoque puncto intersectionis duarum sibi responden- 
tium sectionum conicarum, ergo pro quoque puncto cur- 
vae quarti gradus ipsis effectae. Idcirco possumus sta- 
tuere hoc 

Theorema lI. Si punctum m ita movetur, ut ratio- 
nes anbarmonicae r et 7^ quatuor radiorum, quos ex illo 
ad duo systemata quatuor: datorum punctorum ducere 
possumus, aequationi satisfaciant formae huiusce: 

arr! 4 Qr 4 j7' 4-0 —0 
locus, quem illud punctum describit, est curva quarti 
gradus quae octo data puncta transit. Inversione huius 
enunciati accipiemus hocce 

Theorema Il. Si ad quatuor puncta ad libitum 
electa (abcd) curvae quarti ordinis unum systema pun- 
ctorum contrariorum (a'/5'c'd') constituitur omne punctum 
huius curvae tali gaudet natura, ut si ex illo radii per 
puncta (abcd) et (a'b'c'd") ducuntur, utraqne ratio anhar- 
monica v et v! quaternis radiis definita aequationi formae: 
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orr' 4- gr 4- yr' 4-0 0 

satisfaciat. 

Quibus theorematibus compositis hoc'sequitur ' 

Theorema lll.  Respectu duorum; systematum 
punctorum contrariorum (a6cd) et (a'5'c'd') curvae quarti 
gradus puncta ipsius curvae in copulationes plane definitas 
quaternorum punctorum dividuntur; quibus quidem copu- 
lationibus id est proprium, ut quaeque uno eius puncto 
definiatur atque ut duae copulationes puncta contraria 
(abcd) et (a'b'c'd') constituant; ergo puncta huius curvae 
involutionem quarti gradus efficiunt, quam ut fiat contraria 
involutioni in linea recta, involutionem obliquam appel- 
lare liceat. | | 9^ 

Nota. lam hic etiam attingatur omnino in curva 
quadam C(n), nti ordinis puncta involutorie copulari 
posse, idque toties quoties curva proposita C(») fascibus 
curvarum ordinis inferioris quam (n) generari possit; ita- 
que si curvam quarti gradus generatam fasce radiorum 
et fasce curvarum fertii ordinis spectemus puncta illius 
copulationes ternorum punctorum efficere possunt. 
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Componatur eurva quarti eum eurva tertii ordinis. 


"Tam $. 1 commemoratum, curvam quarti gradus fasce 
radiorum fasceque curvarum tertii gradus illi proiectivo 
generari posse. Qua ex re simile nobis exsisteret pro- 
blema definiendi datis quatuordecim punctis decem puncta 
basis illorum fascium ita, ut curva quarti gradus ipsis 
effecta quatuordecim dafa puneta transgrederetur. Solu- 
fionem huius quaestionis non subimus remittimusque ad 
(comptes rendus 1857 Chasles), attingentes hic modo, 


DM 
As 
octo punctorum basis ad libitum ex quatuordecim datis 
punctis eligi posse, duo vero esse constituenda. Spectan- 


tes ea, quae in Cr. pag. 78 dicuntur statuimus haecce: 


Theorema l. Quodsi curva quarti gradus trans- 
versali L persecatur et tribus punctis intersectionis aliis- 
que sex punctis curvae quarti gradus ad arbitrium electis, 
curvam tertii gradus imponimus curva quarti gradus, 
in tribus etiam firmis punctis illa intersecatur, quae cum. 
sex ad libitum delectis puncta basis tertii ordinis efficiunt; 
quaeque .curvarum huius fascis curvam quarti gradus 
tribus in punctis intercidit in recta quadam positis, quae 
quidem quartum punctum intersectionis transversalis £L 
cum curva quarti gradus transit formatque hic fascem 
radiorum, qui fasci tertii ordinis est proiectivus, vel: 


Theorema Il. Si tria punctorum duodecim inter- 
sectionis curvae quarti cum curva tertii ordinis in linea 
recta sunt posita, novem ceteris fascis curvarum tertii 
ordinis imponi potest. i 

Curva quaelibet tertii ordinis, quam tribus punctis 
intersectionis transversalis L cum curva quarti ordinis 
iniecimus, systemate trium rectarum substitui potest, 
quae item curvam novem in punctis secant, aequa pro- 
prietate gaudentibus. Quodsi transversalis L tangente 
inflexionali curvae quarti gradus substituatur, sequitur 


Theorema Ill. 5i puncto inflexionali curvae quarti 
gradus et sex aliis ad libitum exhibitis punctis eiusdem 
curvae curva tertii^ gradus imponitur eadem tangente in 
puncto inflexionali utens, curvam quarti gradus in tribus 
alis punctis intersecat, quae cum sex ad libitum electis 
basin curvarum fascis tertii ordinis efficiunt; in' puncto 
intersectionis tangentis inflexionalis cum «curva quarti 
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gradus exoritur fascis radiorum, qui primo proiectivus 
cum illo curvam propositam quarti gradus generat. 
Theorema IV. Si tribus punctis. inflexionalibus 
curvae quarti gradus curva tertii iisdem tangentibus in- 
flexionalibus utens imponitur, curvam quarti gradus in 
tribus etiam punctis incidit communisque est tribus fasci- 
bus, qui tria haec puncta binaque puncta inflexionalia 
cum eorum tangentibus inflexionalibus puncta basis ha- 
bent; fascis radiorum uni ex his tribus fascibus proie- 
ctivus eiusque curvis definitus centrum habet in puncto 
intersectionis curyae quarti gradus cum tertia inflexionali 
tangente. | 
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Varia theoremafta de curvis quarti gradus. 


Theorema cl. Carnot in curvas quarti gradus trans- 
latum hoc est: 
Theorema I. Si curva quarti gradus latera trian- 


guli (abc) in punctis (eo'o"o/"), (88'8"B'"), (yy 7") inter- 
secat, inter segmenta haec habet locum aequatio: 
ab . o'b .o" b. a" b.c. B'c.B c. B" c.ya-y'a-y' a. y a. 
ac .o! c. o" c. o" c. 6a.B'a.p'a.B  a.yb.y' b. y" b . "b 

Iacentibus iam punctis «o', 88', yy' in sectione qua- 
dam conica ultima aequatio transit in: 


o" b 3 o!" b ifEe. pc 3 j"a 3 J"'a. 
o"c.o" c. "a." a. "b. "b ENT 


p m 


l. 


id est: puncta. o"o"", 9"B'", J"J/" item in sectione conica 
sunt posita; quamobrem 

Theorema Il. Si curva quarti gradus latera trian- 
guli intersecat, ita ut bina puncta intersectionis unius- 
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cuiusque lateris in sectione conica sint posita, sex alia 
in altera sectione conica iacent. 

Atqui prima sectio conica etiam systema duarum 
concidentium rectarum esse potest, unde 


Theorema Ill. Si curva quarti gradus intersecatur 
transversali atque in quatuor punctis intersectionis tan- 
gentes ad curvam ducuntur, octo alia puncta intersectio- 
nis harum tangentium cum curva posita sunt. in quatuor 
sectionibus conicis, quarum binae quatuor communia 
puncta curvae propria continent. 


Nota. Quodsi in puncto p curvae quarti gradus 
tangens (f) ducitur et in duobus aliis punctis intersectio- 
nis huius tangentis p' et p" duae aliae tangentes /' et £", 
nulla quatuor sectionum conicarum, tangente (/£) trans- 
versali accepta, revera exsistit — eaeque tali casu ex 
tangentibus in punctis p, p' et p" componendae sunt, 
tangente in puncto 5 dupliciter numerata. 


Continuatio. Si porro puncta (ofy) in recta qua- 
dam sunt posita, ex aequatione supra prolata fit: 


a! b . e" b. o" b.B'c.B"c.D" c.y'a.y"a.y"a. 
o! c.o" c.a" c.B'a."a.B"a.y'b.y" b." b 
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id est: puncta (o'o"o"), (8'8" 8"), (5'4'5"") iacent in curva 
tertii gradus, quod esset ipsum triangulum nisi his pun- 
ctis nulla alia curva tertii ordinis imponi posset (vid. 
Cap. V); ex novem illis punctis, tribus iterum in recta 
quadam iacentibus, alia sex, quae supersunt, in conica 
sectione iacent; quum igitur prima puncta (ofy) in pun- 
etum  inflexionale curvae quarti gradus coniiciuntur, 
efficitur 

Theorema IV. Si per punctum inflexionale curvae 
quarti gradus tres transversales ita possunt duci, ut tria 
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ex punctis intersectionis cum curva quarti gradus in recta 
quadam iaceant, sex alia in curva secundi gradus posita. 
Theorema V. Si per punctum p curvae quarti 
gradus tres transversales ita duci possunt, ut sex pun- 
ctorum intersectionis illarum cum curva quarti gradus 
curvà secundi gradus transeat, per tria cetera puncta 
intersectionis altera sectio conica transgreditur, quae cum 
curva quarti gradus in puncto p tactum trium punctorum 
ineat. u^ 
Sententia cl. Cayley (Cr. Nr. 44) adhibita in curvas 
quarti gradus praebet 
Theorema VI. Quum in punctis, in quibus curva 
quarti gradus curva zti gradus intersecatur, tangentes 
ad primam curvam ponimus, illae curvam quarti gradus 
in 82. punctis incidunt, quae omnia in curva 2nti gradus 
posita. | E 
Theorema VIL Si in punctis, in quibus curva 
quarti gradus transversali intersecatur, tangentes ad hanc 
curvam ducuntur, octo cetera puncta intersectionis in 
curva secundi gradus posita. 
Hoc theoremate cum theoremate III. comparato se- 
quitur | 
Theorema VIII. "Tangentes in quatuor. punctis 
intersectionis transversalis cuiusdam cum curva quarti 
gradus quatuor sectiones conicas constituunt; quatuor 
puncía, quae hae curvae inter se binae et cum curva 
quarti gradus habent communia, omnia in quinta sectione 
conica sunt posita. | 
Si iam curva intersecans est sectio conica, sedecim 
puncta intersectionis tangentium in secunda curva quarti 
gradus iacent; qua quidem re indicatum, qua ratione in 
curva proposita quarti gradus talia sedecim puncta con- 
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stituantur, quibus curvarum fascis quarti ordinis imponi 
possit. 

Quodsi iam duo puncta intersectionis conicae sectio- 
nis cum curva quarti gradus in unum concidunt, id est 
contactus si habet locum, curvae fascis, punctis inter- 
sectionis tangentium iniecti, curvam propositam et ipsas 
inter se in duobus diversis punctis tangunt; quum autem 
sectio conica curvam quarti gradus quatuor in diversis 
punetis:tangat, orta puncta intersectionis tangentium in 
altera eurva quarti gradus iacent, ergoque etiam in cur- 
vis eiusdem ordinis infinite multis, quae omnes primam 
curvam et se ipsas in his punctis tangunt. 

Item sequitur ex eadem sententia cl. Cayley 

Theorema IX. Sectiones conicae, quae in punctis 
intersectionis curvae ti gradus cum curva quarti gradus 
cum hac contactum quinque punctorum ineunt, eandem 
etiam in 12» punctis intersecant, quae in curva ordinis 
anti iacent. | 

Theorema X. Sectiones conicae, quae in punctis 
intersectionis cuiusdam transversalis cum curva quarti 
ordinis cum hace contactum quinque punctorum ineunt, 
eandem etiam in duodecim punctis intersecant, quae in 
eurva tertii ordinis iacent. 


Relationes polares respectu curvae quarti 
gradus. 


Inter curvas quarti gradus generali vi quae hac dis- 
quisitione aguntur nullo modo sublata, eam curvam cur- 
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vam fundamentalem exhibeamus, cui nulla sunt puneta 
multiplicia. Qua ex ratione sequitur, esse illam" duo- 
decimae classis (Cr. Nr. 70) habereque (vid. Nr. 100 ibid.) 
viginti quatuor puncta inflexionalia et viginti octo tan- 
gentes duplices. 

a) Recta, conica, cubica polaris puncti, Quodque 
punctum polus est trium. polarium, rectae, conicae et eu- 
bicae polaris. Duo puncta, quoniam toto systemate po- 
larium. cubicarum rete tertii ordinis. efficitur una. solum 
cubica polaris transgreditur; omnes cubicae polares unum 
punctum. transeuntes octo alia etiam habent puneta com- 
munia, polique earum in recta positi, quae «est recta 
polaris uniuscuiusque novem punctorum. 

Quamobrem omnis recta novem habet polos, omnes- 
que rectae idem punctum transeuntes polis utuntur, qui 
in. curva tertii gradus, cubica polari huius puncti iacent. 

Omne punctum  couica utitur polari, vice versa omnis 
sectio conica polo gaudet, si polares conicae eius pun- 
ctorum uno in puncto intersecantur. - a 

Curva. fundamentalis duodecimae classis accepta est, 
id est ex puncto quolibet o plani duodecim tangentes 
ad curvam propositam quarti gradus duci possunt puncta- 
que contactus sunt puncta intersectionis primae polaris 
puncti (o) cum curva fundamentali C(,). Quodsi o est . 
punctum 'curvae fundamentalis in hoc puncto omnibus 
eius tribus polaribus tangitur; ergo ex puncto curvae 
ipsius decem modo tangentes ad eam duci possunt. 
Quum i est punctum inflexionale curvae fundamentalis 
omnes tres polares illius cum curva contactum trium 
punctorum ineunt; conica igitur polaris est ipsa tangens 
inflexionalís et alia recta, cubica polaris puncto £ item 
puncto inflexionali gaudet. ^ Atqui puncta tangentis in- 
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flexionalis primas polares curvas tertii ordinis habent, 
quae datam curvam fundamentalem in puncto inflexionali 
(i) tangunt, quare sequitur 

Theorema l1. Sunt in reti geometrico primarum 
polarium respectu curvae fundamentalis quarti ordinis 
viginti quatuor curvae, quae polos in curva proposita 
habentes cum illa in duobus diversis punctis contactum 
ineant. 

Punctis intersectionis ipsarum tangentium inflexiona- 
lium spectatis, sequitur 

Theorema ll. Sunt respectu curvae datae C(,) 
ducentae septuaginta sex curvae tertii gradus, quae pri- 
mae polares totidem punctorum in curva C(,) non posi- 
toruín illam duobus in punctis inflexionalibus tangunt. 

b) Conicae polares duorum punctorum mixtae. Quodsi 
sunt o et o' duo puncta, prima polaris puncti o respectu 
primae polaris puncti o" et prima polaris puncti o' re- 
spectu primae polaris puncti o una eademque est sectio 
conica. Puncta, in quibus haee curva primas polares 
punctorum o et o' secat, sunt puncta contactus tangen- 
tium ex puncto o' et o ad illas curvas ductarum. 

Theorema III. Si ex puncto o tangentes ad pri- 
mam polarem alterius puncti o' et ex puncto o! tangentes 
ad primam polarem puncti o ducuntur, puncta contactus 
sectionem conicam constituunt, quae est polaris secunda 
mixta punctorum o et o'. 

Polaris secunda mixta punctorum o et o' (secundum 
Cr. Nr. 123) est locus polorum, pro quorum conicis pola- 
ribus puncta o et o' poli sunt coniugati. Puncto a puncto 
huius curvae accepto, conica eius polatis rectam (oo') 
duobus in punctis intersecat; conicae polares purae ho- 
rum punctorum  intersectionis in quatuor punctis inter- 
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secantur, quae in polari mixta punctorum o et o' iacere 
oportet, quippe quorum conicae polares. purae rectam 
(oo") in iisdem punctis incidant, quibus segmentum oo" 
harmonice secatur. Omnes iam curvae quatuor punctis 
intersectionis effecti. fascis sectionum conicarum ea inter 
se relatione utuntur, ut conicae polares mixtae parium 
punctorum rectae 00'. exsistant, quae respectu punctorum 
intersectionis conicae polaris purae puncti (a) eum recta 
00' involutorie sunt copulata. : 

Nota. Tres sectiones conicae huius  fascis ex 
systemate duarum rectarum constant, ergo suníf curvae, 
quibus duplicia huius fascis respondeant puncta; omnes 
porro polares conicae purae et mixtae, quarum poli in 
recta. (00') sunt siti, rete secundi gradus effieiunt (vid. 
Cr. pag. 196).. Operae pretium esset et curvám laco- 
bianam sive Hessianam huius retis et eam curvam tertii 
ordinis disquirere, respectu cuius (vid. Cr. pag. 265) rete 
hoc curvarum :secundi gradus. rete primarum | polarium 


appareat; sed illam disquisitionem iam in aliud tempus 
reservamus. ' 
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Curva Hessiana et Steineriama curvae quarti gradus. 


Variae definitiones harum: curvarum, quae in Cre- 
monae theoria generali ponuntur. sunt haecce: 

a) Curva Hessiana est locus punctorum duplicium 
retis cubicarum polarium. 

b) Locus punetorum, quorum conicae polares e syste- 
mate duarum rectarum constant. | uisi 

c) Efficit cum curva fundamentali quarti gradus locum 
punctorum, quorum duae indieatrices in unam. collabuntur. 
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d) Est locus polorum, qui cum uno ex polis sibi 
coniunctis coincidunt. 

e) Eadem est pro ? — 4 curva sexti ordinis. 

a) Curva Steiueriana est locus punctorum intersectio- 
nis parium rectarum, quae conicas polares puncti efficiunt. 

b) Eadem est involvens rectae, quae duos habet po- 
los concidentes et eurva ordinis duodecimi, classis duo- 
devicesimae pro fundamentali curva quarti gradus. 

Ex singularitatibus curvae Steinerianae primum non: 
nullas relationes deducamus, quae inter curvas retis pri- 
marum polarium respectu curvae fundamentalis C(,) inter- 
cedunt. Quaeque tangens curvae Steinerianae ex defini- 
üione prolata est recta polaris puncti curvae Hessianae; 
fascis cubicarum polarium, huic tangenti respondens, in 
puncto respondente curvae Hessianae curvam cum puncto 
duplici habet, quum ceterae curvae fascis in hoc puncto 
inter se tangantur. Quodsi (7) est tangens duplex curvae 
Steinerianae, cubicas polares punctorum illius tangentis 
secundum ea, quae antecesserunt, in duobus: ditersis 
punctis curvae Hessianae contactum inire oportet; punctis 
contactus tangentis (f) infinite propius accedentibus tan- 
gens (f) fit tangens inflexionalis duoque puncta contactus 
diversa fascis cubicarum polarium respondentis infinite 
propius sibi: accedunt, id est curvae fascis contactum 
trium punctorum inter se ineunt. Atqui Steineriana pro 
n — 4 octoginta quatuor tangentes duplices, triginta tan- 
gentes inflexionales habet; ergo sequitur 

Theorema IV. Sunt in reti cubicarum polarium 
respectu curvae fundamentalis quarti. gradus octoginta 
quatuor fasces curvarum tertii ordinis, quorum curvae in 
duobus diversis punctis inter se tanguntur. 

Theorema V. Sunt in reti primarum polarium re- 
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spectu curvae quarti gradus triginta fasces, quorum tria 
puncta basis infinite propius sibi accedunt. 

Porro ex definitione data puncto cuique Steinerianae 
cubica polaris cum puncto duplici, quod in curva Hessiana 
est positum; ergo puncto duplici Steinerianae cubicam 
polarem respondere oportet cum duobus punctis dupli- 
cibus; tangentes Steinerianae in puncto duplici polares 
sunt rectae punctorum duplicium respondentis cubicae 
polaris; quodsi hae tangentes in unam concidunt, id est 
si punctum duplex Steinerianae in cuspidem vertitur etiam 
ex duobus fascibus tangentibus in puncto duplici Stei- 
nerianae. respondentibus unus fit fascis duoque. puncta 
duplicia curvae iis communis in unum collabuntur cuspi-. 
deque substituuntur, quod idem, atque duo puncta du- 
plicia. valet; quum autem Steineriana pro zz—-4 viginti 
quatuor cuspides, viginti et unum punctum duplex habeat, 
statuere possumus. 

Theorema VL. Sunt in reti polarium cubicarum 
respectu curvae fundamentalis quarti ordinis viginti qua- 
tuor curvae tertii ordinis cum cuspide, viginti et una curva 
eum duobus punctis duplicibus. 

Quum autem curva tertii ordinis plus quam. unum 
punctum duplex habeat necesse est, non. est possibile 
eam curvam simplicem id est ex curvis ordinis inferioris 
non compositam esse. Duobus enim punctis duplicibus 
recta colligatis haec. cum. curva tertii gradus quatuor 
puncta haberet communia, id quod fieri non potest. Quam- 
obrem illae viginti et una. curva omnino ex sectione co- 
nica et recta quadàm constant. 

Quod si p est polus unius ex viginti polaribus et una 
cum duobus punctis duplicibus, conica polaris eius puncti 
respectu curvae fundamentalis quarti gradus et conica 
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polaris eius. puncti respectu suae cubicae polaris est 
una eademque curva secundi gradus. 

Polaris autem. cubica puncti p constat ex sectione 
conica et recta L, quarum puncta intersectionis o et o' 
puncta duplicia efficiunt. Si nunc £ et t' tangentes co- 
nicae sectionis in punctis o.et o' significant, puncto p 
eum punctis o et o' colligato conicam polarem puncti » 
puncta duplicia o et o' transire scimus, eamque esse 
sectionem conicam, quae et quartum radium harmonicum 
ad (po, L, t) et quartum radium harmonicum ad (po', 
L', t') tangit, qui quidem radii harmonici-uno in puncto 
intersecantur, qui ut facile intelligitur, polus est rectae 
LL respectu conicae polaris puncti p. 

Theorema Vll. Viginti polares cubicae et una cum 
-duobus punctis duplicibus. retis cubicarum polarium e 
sectione conica rectaque quadam LL constat, quae respe- 
ctu conicarum polarium respondentium viginti: polorum et 
- unius est recta polaris puncti, quod cum punctis o et o' 
colligatum fasces (po, L, t) et (po' L, t') faciat har- 
monieos. 

Ad polares cubicas viginti quatuor cuspide o' prae- 
ditas, quibus totidem cuspides o curvae Steinerianae 
respondent, adhibeamus theorema in Cr. Nr. 79 positum. 
Cubicae polares hoc theoremate comprehensae sunt re- 
spectu curvae fundamentalis quarti gradus primae pola: 
res; polaribus igitur primis cuspidum curvae Steinerianae 
totidem. aliae primae polares cum polis in curva Hes- 
 Ssiana positis respondent, quae compositae cum primis 
praebent 

Theorema VIII. Sunt respectu curvae fundamen- ' 
talis quarti gradus quatuor 'et viginti eiusmodi paria pun- 
ctorum sibi respondentium curvae Hessianae et Steine- 
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rianae, ut eorum polaris:conica mixta systema sit duarum 
recfarum concidentium, punctum o' transeat et hic coni- 
cam polarem puram puncti coniugati o tangat. 
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"Curva Hessiana cum sua curva fündamentali quatuor 
et viginti puncta intersectionis praebet; quibus punctis 
totidem polares rectas respondere oportet, quae Steine- 
rianam tangant habeantque duos polos coniunctos. Quum 
vero tangentes inflexionales duobus polis coniunctis in 
puncto ipso inflexionali gaudeant, hoc punctum punctum 
curvae Hessianae esse oportet; quum porro tangentes in- 
flexionales polares sint punctorum.inflexionalium sequitur 
dpsas curvam Steinerianam tangere, quae quum exceptis 
tangentibus inflexionalibus centum nonaginta duas tan- 
gentes cum curva fundamentali habeant communes efficitur. 

Theorema IX. Curva quarti gradus sine punctis 
multiplicibus accepta centum nonaginta duas habet tan- 
gentes, quae duobus coniunctis polis in ipsa non sitis 
utantur. | 

Puncta curvae Steinerianae et Hessianae duas pro- 
iectivas series punctorum obliquas efficiunt, quoniam uni 
puncto alterius curvae unum solum punctum alterius re- 
spondeat et vice versa. asd: t 

Quocirca involvens rectarum duo puncta respondentia 
colligantium est 'curva classis. (12 4- 6) — 18tae, quae 
cum curva fundamentali C(;) ducentas sedecim tangentes 
habet communes. 

Unde: ti | 

Theorema X. Curva quarti gradus sine punctis 
multiplicibus accepta ducentas sedecim habet tangentes, 
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quae duo puncfa respondentia eius curvae Steinerianae 
et Hessianae transeant. 

Nota. "Tangentes inflexionales curvae propositae 
hoc numero comprehensae. 
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lam nobis restat, ut respectu curvae fundamentalis 
quarti gradus curvarum polares disquiramus; quo in ge- 
nere quum in theoria generali sententiae positae expli- 
ceataeque nulla relatione cum curva fundamentali conti- 
neantur, difficile sit, ut opinamur, specialia quaedam curvae 
quarti gradus inde deducere. . 

Curva quaeque ordinis cuiuslibet respectu curvae 
quarti gradus tres habet polares, involventes cubicarum, 
conicarum rectarumque polarium eius punctorum; si eas 
involventes locos definiamus, efficiunt continuam conse- 
cutionem punctorum, quorum polares polaribus punctorum 
curvae propositae complementariae illam curvam tangunt. 
Ultima harum polarium curvam Steinerianam in punctis 
tangit, quae punctis intersectionis curvae datae cum Hes- 
siana respondent. (vid. Cr. Nr. 122). 

Recta quaelibet J£ duobus modo polaribus utitur, 
quum eius prima polaris sit oti gradus constetque ex 
eius novem polis. Curva Hessiana eadem relatione cum 
involventibus conicarum polarium continetur, atque Stei- 
neriana cum involvente rectarum polarium punctorum cu- 
iuslibet curvae, quum illa involvente omnibus in punctis 
tangatur, quae punctis intersectionis curvae propositae 
cum curva Steinariana respondent. (vid. Cr. pag. 202). 
Ordines polarium curvae datae ;ti gradus sine punctis 
multiplicibus respectu curvae fundamentalis quarti gra- 
dus accipiemus deinde hosce: 
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3m (m — l) 
2m (m 4- l) 
i m (m 4-3) 


Unde elucet, utramque polarem rectae cuiuslibet eius- - 
dem, quarti, esse ordinis gaudereque tali proprietate, ut 
altera curvam Hessianam altera curvam Steinerianam in 
punctis tangat, quae punctis intersectionis rectae cum 
Steineriana aut Hessiana respondent, porro habet utra- 
que curva sedecim puncta intersectionis communia. 

Theorema XI. Sunt respectu curvae fundamentalis 
quarti gradus pro quaque recta sedecim puncta, quorum 
conica et cubica polari simul tangatur. | 
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SENTENTIAE CONTROVERSAE, 


———— 


l. : don * 


Dei notionem systema Leibnitii non complectitur. 


Il. 


Inter curvas retis communi puncto utentes non una 
curva sed fascis est curvarum, quae hoc puncto tam- 


quam duplici gaudeant. 
Ii. 
Theoria hydracidorum praeferenda est theoriae 


vetustior. 


IV. 


Spatium inler atomos corporis consistens ratione 


ipsarum habita non infinite parvum est. — 


